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Graficas:
La grafica de una ecuacion

&= cru

El plano coordenado (René Descartes, 1637) permite:
o  Formular de manera analitica conceptos geométricos

o  Visualizar de forma grafica conceptos algebraicos

[l

Realizar el calculo desde multiples perspectivas (analitica , numérica y grafica)
incrementara la comprension de los conceptos fundamentales

Ejemplo:

Busqueda de las soluciones analitica , numérica y grafica

de la ecuaciéon 3x+y =7 / l \

y=7—3x xloj1]2] 3| 4
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Graficas y modelos:
La grafica de una ecuacion Il

NOTA: Es muy importante tener en cuenta que si se utilizan demasiados pocos puntos en la
representacion de una grafica, se corre el riesgo de obtener una vision deformada de la grafica

Ejemplo: y = %x(39 — 10x> + x*)

‘ v y=35x(39 - 10x2 + x4
L

34 (3.3) 47
Ve
2+ ’
Vg
Ve
l 1T } {13 l]
0,0)| 7
SRR el
-3 2 -l 4 1 2 3 .
L=-Dm -1+ i ¢ marcan
y d g pocos puntos,
/ ““T  puede obtenerse
p ’ 33y 3l um grafica
y (=3, =) incorrecta
a)
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Graficas:
Intersecciones de una grafica con los ejes

Puntos utiles al representar graficamente una ecuacion:
o Interseccion con el eje x > (a, 0) > igualar y = 0 + despejar x de la ecuacidn resultante

o Interseccion con el eje y & (0, b) > igualar x = 0 + despejar y de la ecuacién resultante

NOTA: es posible que una grafica carezca de intersecciones con los ejes, o que presente
varias de ellas

Ejemplos:

¥y ¥y ¥y ¥y

\

an

x [ x \\‘ x X
No hay intersecciones con el eje x Tres intersecciones con el eje x Una interseccion con el eje x No hay intersecciones
Una interseccion con el eje y Una interseccion con el eje y Dos intersecciones con el eje y
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Graficas:
Intersecciones de una grafica con los ejes Il

Ejemplo:
Determinar de las intersecciones con los ejes x e y de la ecuacion y = X — 4x

. Para determinar las intersecciones en x:
o yseigualaacero> x° — 4x =0
o Se factorizalaecuacion > x(x — 2)(x +2) =0 \
o Sedespejax> x =0,20—2

NOTA: Puesto que esta ecuacidon admite tres

soluciones, se puede concluir que la grafica tiene tres

intersecciones en x: (0, 0), (2, 0) y (-2, 0)

*  Para encontrar las intersecciones en y:

o xseigualaacero>y=0
o Se despeja x > lainterseccién en y es: (0, 0) -
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Graficas y modelos:
Simetrias de una grafica

CRITERIOS DE SIMETRIA

. 4 | y RPN 1 eie v si: o
1. La grafica de una ecuacion en x y y es simétrica respecto al eje y si al sustituir x
por —x en la ecuacion se obtiene una ecuacion equivalente.

2. La grafica de una ecuacion en x y y es simétrica respecto al eje x si al sustituir y
por —y en la ecuacion resulta una ecuacion equivalente.

3. La grafica de una ecuacion en x y y es simétrica respecto al origen si al sustituir
X por —xy y por —y en la ecuacion se obtiene una ecuacion equivalente.

: : (x, y)
(—I, }) '::I., 1'] {I., },}
2= = X
\./ . (—x. —_1'r"]
Simetrfa con Simetria con (x, =v) Simetrfa con
respecto al respecto al respecto al
eje y eje x origen
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Graficas y modelos:
Simetrias de una grafica ll

Ejemplo:

Estudiar la simetria respecto al eje y y respecto al origen de la siguiente ecuacion: y = 2’ — x

Simetria respecto al eje y: Y y=2x3—x
A
o  Escribir la ecuacién original > y = 2x’ — x 2+
o  Sustituirxpor—x > y=2(—x)' — (—x)
1+ (1, 1)

o  Simplificar> y= —2x +x

. Simetria respecto al origen: 2 —1

o  Escribir la ecuacién original > vy =2x —x -L.-D¢ —1-

o  Sustituirxpor—xeypor—y-> —y =2(—x)’ — (—x)

o Simplificar> —y=-2x+x > y=2X—x

Simetria con respecto al origen
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Graficas:
Puntos de interseccion

Definicion: se llama punto de interseccion de las graficas de dos ecuaciones a todo
punto que satisface ambas ecuaciones

Ejemplo:
Calcular los puntos de interseccion de las siguientes graficas: X — y=3yx—y=1

o  Primero hay que representar ambas las graficas en el mismo sistema de coordenadas

o De la observacion de la grafica resulta evidente que existen dos !
puntos de interseccion > proceso para determinarlos:
y = x2—3 Despejar y de la primera ecuacién.
y=X— | Despejar y de la segunda ecuacion.
x2-3=x-1 [gualar los valores obtenidos de y.
x2—x—-2=0 Escribir la ecuacion en la forma general.
(X — 2)()( + 1) =0 Factorizar.
x=20-—1 Despejar x.
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Modelos lineales y velocidades de cambio:
La pendiente de una recta

Definicion:

La pendiente de una recta no vertical es una medida del numero de unidades que la recta
asciende (o desciende) verticalmente por cada unidad de variacion horizontal (de izquierda a
derecha)

La pendiente m de una recta no vertical que
pasa por los puntos (x, y;) vy (x,, ¥,) es:

Ay v =y
m=—==x=—— X, # X,
Ax X, — X

Ay =y, —y, = cambioen y
Ax = X, — X, = cambio en x
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Modelos lineales y velocidades de cambio:
La pendiente de una recta ll

Ejemplos:
y v y
A
T om=t T om=o0 T G
34+ 31+ My =3 3 .
(-1.2) (2.2) Iy estd
7 . ® > indefinida
(3., D
1+ 1+ 1+ (3, 1) ¢
—_—T > > — > x
2 12 3 2 12 3 2 3 4 -1 12 4
—14 1+ 1, -1) a4
Si m es positiva, la recta sube Si m es cero, la recta es hori- Simesnegativa, larectabaja  Sim es indefinida, la recta es
de izquierda a derecha zontal de izquierda a derecha vertical

NOTA: En general, cuanto mayor sea el valor absoluto de la pendiente de una recta, mayor es
su inclinacion
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Modelos lineales y velocidades de cambio:
Ecuaciones de las rectas

Para calcular la pendiente de una recta pueden utilizarse dos de sus puntos cualesquiera > se
puede escribir la ecuacion de una recta si se conocen su pendiente y uno de sus puntos

La ecuacidn de la recta con pendiente m que pasa por el punto (x,, y,) esta dada por:

ECUACION PUNTO-PENDIENTE |mmm) V — V; = m(x — X;)

Ejemplo:

Encontrar la ecuacion de la recta con pendiente 3 que pasa por el
punto (1, -2)

V=V = m(x - )Cl) Forma punto-pendiente.
y — (—2) = 3(x — 1) Sustituir y, por —2, x, por 1 y m por 3.

y+2=3x—-3 Simplificar.

y =3x—35 Despejar v. -5
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Modelos lineales y velocidades de cambio:
Razones y ritmos de cambio

La pendiente de una recta puede interpretarse como:
— unarazon o proporcion: si los ejes x e y tienen |la misma unidad de medida

— unritmo, tasa o velocidad de cambio: si los ejes x e y tienen distintas unidades de medida

Ejemplo:

En un cultivo celular de células cancerigenas al que se le aplica un farmaco experimental portado
por nanoparticulas, se consigue producir muerte celular en 3440000 células si se utilizan
6880000 nanoparticulas y en 13760000 células si se utilizan 27520000 nanoparticulas

éCudl es en este caso la tasa promedio de células muertas en funcion del nimero de

nanoparticulas portadoras del farmaco utilizadas?

13760000 — 3440000 (células) 10320000 0 células
27520000 — 6880000 (nanoparticulas) 20640000  nanoparticula
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Modelos lineales y velocidades de cambio:
Representacion grafica de modelos lineales

Clasificacion basica de problemas de geometria analitica:
1. Dada la grafica de una recta, éicual es su ecuacién? > ECUACION PUNTO-PENDIENTE

2. Dada la ecuacién de una recta, éicuadl es su grafica? > ECUACION PENDIENTE-INTERSECCION

ECUACION PENDIENTE-INTERSECCION DE UNA RECTA

La grafica de la ecuacion lineal
vy=mx + Db

es una recta que tiene pendiente m y una interseccion con el eje y en (0, b).

NOTA: La forma que mejor se adapta al trazado de la grafica de una recta es la forma
pendiente-interseccion de la ecuacion de una recta
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Modelos lineales y velocidades de cambio:
Representacion grafica de modelos lineales Il

Ejemplo:

Dibujar la grafica de cada una de las siguientes ecuaciones

a) y=2x+1 by y=2 c) 3y +tx—6=0

¥

a) m = 2:larectasube b) m = 0; la recta es horizontal c) m=— %; la recta baja

&= cru
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Modelos lineales y velocidades de cambio:
Representacion grafica de modelos lineales lli

Dado que la pendiente de una recta vertical no esta definida, su ecuacion no puede
escribirse con la forma pendiente-interseccion, sin embargo, la ecuacidon de cualquier
recta puede escribirse en su FORMA GENERAL:

Ax+By+ C=0

donde Ay B no son ambos cero

NOTA: Resumen de ecuaciones de rectas

1. Forma general: Ax+By+C=0, (A,B#0)
2. Recta vertical: X=a

3. Recta horizontal: v=>

4. Forma punto-pendiente: y—=y, =mx—x;)

S. Forma pendiente-interseccion: vy=mx+b
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Modelos lineales y velocidades de cambio:
Rectas paralelas y perpendiculares
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RECTAS PARALELAS Y RECTAS PERPENDICULARES

1. Dos rectas no verticales distintas son paralelas si y solo si sus pendientes son
iguales, es decir, si y solo si m; = n,.

2. Dos rectas no verticales son perpendiculares si y solo si sus pendientes son
reciprocas negativas, es decir, si y solo si

1
m =—-—.:
1,
y y
ml = m2
my
My
/ X X
Rectas paralelas Rectas perpendiculares
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Modelos lineales y velocidades de cambio:
Rectas paralelas y perpendiculares Il

Ejemplo:
Hallar la forma general de las ecuaciones de las y
rectas que pasan por el punto (2, -1) y son: 3x+2y=4

[
by
|
fad

=t
]
tn

a) Paralelaalarecta2x—3y=5

1__
b) Perpendicularalarecta2x—3y=5 /
l I l /

4
Solucion: 4

a) 2x-3y-7=0 e

b) 3x+2y-4=0 A 2x=3y=7

Rectas paralela y perpendicular a
2x — 3y =13
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Funciones y sus graficas:
Funciones y notacidn de funciones

DEFINICION DE FUNCION REAL DE UNA VARIABLE REAL

Sean X'y Y conjuntos de nimeros reales. Una funcion real f de una variable real x de
X a Yes unaregla de correspondencia que asigna a cada numero x de X exactamente
un numero y de Y.

El dominio de fes el conjunto X. El nimero y es la imagen de x por 'y se denota
mediante f(x), a lo cual se le llama el valor de f en x. El recorrido o rango de fse
define como el subconjunto de Y formado por todas las imédgenes de los numeros de

X.

NOTA:
. La variable x se denomina variable independiente

. La variable y se denomina variable dependiente

Ejemplo:

El area de un circulo (A) es una funcidn de su radio (r) > A = ur?

&= cru
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Funciones y sus graficas:
Dominio y rango de una funcion

Modos de describir el dominio de una funcion:

. Implicito: Conjunto de todos los numeros reales para los que esta definida la funcion

. Explicito: conjunto de niumeros que se da junto con la funcién para los cuales esta definida

Algunos tipos de funciones...

. INYECTIVA: una funcidon de X a Y es inyectiva (uno a uno) si a cada valor de y perteneciente al
rango le corresponde exactamente un valor x del dominio

. SUPRAYECTIVA : una funcién de X a Y es suprayectiva si su rango (o recorrido) es todo Y

Ejemp|0: y f('[) _ l — X, X< ]
. . . o 5 o J EEEE—
Determinar el dominio y el rango de la siguiente funcion N, L v
f (x)= { lé_ * six<l El dominio de fes (—eo, =) y el recorrido §
o X — 1 x = es [0, ) 2 I I o
Jx=1, sixz21 £

&= cru
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Funciones y sus graficas:
Grafica de una funcion

La grafica de una funcion y = f(x) esta formada por todos los puntos (x, f(x)), donde x
pertenece al dominio de f

y y=fx
A (x, f(x))

> f(X) x = distancia dirigida desde el eje y

flx) = distancia dirigida desde el eje x

|
|
|
|
|
|
1
J

Y
=

X
Grafica de una funcion

NOTA: una recta vertical puede cortar la grafica de una funcién de x como maximo una vez >
CRITERIO DE LA RECTA VERTICAL

&= cru
Universidad 2 2
San Pablo



Funciones y sus graficas:
Grafica de una funcion Il

Ejemplo: graficas de ocho funciones basicas

¥

) =x y f(x) —x2 i ¥
24+ 4 .l 4l
1+ 3L i
1 %) = vVx
feo=x° —
| | | | x N L N |
i i i i 2 | | | [ 2
-2 -1 12 5 s .
-1 1+ 1L 1+
-2 | | | —2x 2 | | | | x
-2 - 1 2 1 2 3 4
Funcién identidad Funcion cuadratica Funci6n cubica Funcién raiz cuadrada
¥ ¥y y v
4T 4 3 | |
: - f(x)=senx 2 flx) =cos x

f@)=|x]

— > /\l“ /x /\1/\/\X
N St / =\ /J n\/Zn on —n_l__\f/z.ﬂ:

| T T f x -+ 24 i, .
-2 - 1 2
Funeion valor absoluto Funcion racional Funei6n seno Funeion coseno
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Funciones y sus graficas:
Transformaciones de funciones

TIPOS BASICOS DE TRANSFORMACIONES (c > 0)

Grafica original: y = flx)
Traslacion horizontal de ¢ unidades a la derecha: y = flx — ¢)
Traslacion horizontal de ¢ unidades a la izquierda: y = flx + ¢)
Traslacion vertical de ¢ unidades hacia abajo: y=flx) —c
Traslacion vertical de ¢ unidades hacia arriba: y=flx)+c
Reflexion (respecto al eje x): y = —flx)
Reflexion (respecto al eje y): y = f{—x)
Reflexion (respecto al origen): y=—f{—x)

&= cru

Universidad
San Pablo




Funcion

es y sus graficas:

Transformaciones de funciones Ii

Ejemplo: comparacion de la gréfica de y = x? con otras cuatro funciones cuadraticas

&= cru
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y=x>+2

¥
E

I .
-2 -l 12

a) Traslacion vertical (hacia arriba)

¢) Reflexion

y=(x+2)* y=x

I =X
-3 =2 - 1

b) Traslacion horizontal (a la izquierda)

d) Traslacion a la 1zquierda, reflexion y
traslacion hacia arriba

2



Funciones y sus graficas:
Clasificaciones y combinaciones de funciones

Clasificacion de funciones elementales:
 Algebraicas (polindmicas, radicales, racionales)
 Trigonométricas (seno, coseno, tangente...)

Funciones trascendentes
* Exponencialesy logaritmicas

El tipo mas comun de funcion algebraica es la funcidn polinomial:
fx)=ax"+a,_x"" '+ - - -+ ax>+ax+a,

donde:
O nesun entero no negativo

o Las constantes a;son coeficientes siendo a, el coeficiente dominantey g, el
término constante de la funcién polinomial
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Funciones y sus graficas:

Clasificaciones y combinaciones de funciones Il

Prueba del coeficiente dominante para funciones polinomiales:

Determina el comportamiento a la derecha y a la izquierda de una grafica a partir del

grado de la funcion (par o impar) y del coeficiente dominante a,

\

i
Crece Y \ 1+ Crece
1
ala X '/ ala
izquierda derecha

|

i
'

) Decrece, Decrece

ala ‘Yala
izquierda | derecha

'

Graficas de funciones polinomiales de grado par

&= cru
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a >0

l

ala

LY
L
Decrece =
a la izquierda

derecha «

i

Crece f

1

Graficas de funciones polinomiales de grado impar

\ Crece a
la izquierda

1
1)

- ey

PP AaEN
*
L]

1]
Decrecea

la derecha ‘\

; X



Funciones y sus graficas:
Clasificaciones y combinaciones de funciones ll|

Combinaciones de funciones:

1. Suma, diferencia, producto, cociente

(f+ g =flx) +gx) = (2x—3) + (x2+ 1) Suma.
(f_ g){x) :f(-"':) - g(ﬁ-‘) = (2x — 3) — (.1'2 + 1) Diferencia.
(fe)x) = flx)g(x) = 2x — 3)x2 + 1) Producto.
flx) X -—3 |
(f/g)x) = 2(x) ~ 2 Cociente.

2. Composicion > FUNCION COMPUESTA

- fog
DEFINICION DE FUNCION COMPUESTA Pominio deg
X
Sean fy g dos funciones. La funcion dada por (f o g)(x) = fig(x)) se llama funcion 8(x)
compuesta de f con g. El dominio de fo g es el conjunto de todas las x del dominio £ f
, ) - flg(x)
de g tales que g(x) esté en el dominio de f
Dominio de f
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Funciones y sus graficas:
Clasificaciones y combinaciones de funciones IV

Algunas definiciones...

e Cerodef:

o Lainterseccion en x de una grafica es todo punto (a, 0) en el que la grafica corta al eje x

o Si la grafica representa una funcion f, el nimero a es un cero de f (solucidon de Ia
ecuacion f(x) =0)
*  Funciones pares e impares:

o  Unafuncidn es par si su grafica es simétrica respecto al eje y

o Una funcion es impar si su grafica es simétrica respecto al origen

PRUEBA PARA LAS FUNCIONES PARES E IMPARES

La funcion y = fix) es par si fl—x) = fix).
La funcion y = f(x) es impar si fl—x) = —f(x).
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Funciones y sus graficas:
Clasificaciones y combinaciones de funciones V

Ejemplo:

Determinar si cada una de la siguientes funciones es par, impar o ninguna de ambas

. Calcular los ceros de la funcidn

a) flx)y=x'—x b) g(x)=1+ cosx

glx)=1+cosx

@) Funcion impar b) Funcion par
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Resumen

Al finalizar este capitulo, debemos ser capaces de...
. Trazar la grafica de una ecuacion
. Encontrar las intersecciones de una grafica con los ejes
. Analizar las posibles simetrias de una grafica con respecto a un eje y el origen
. Encontrar los puntos de interseccion de dos graficas
. Encontrar la pendiente de una recta que pasa por dos puntos
. Escribir la ecuacidon de una recta dados un punto y su pendiente
. Interpretar la pendiente como razén o ritmo en aplicaciones cotidianas
. Trazar la grafica de una ecuacion lineal en la forma pendiente-interseccion
. Escribir las ecuaciones de rectas que son paralelas o perpendiculares a una dada
. Usar la notacidn de funcion para representar y evaluar funciones
. Encontrar el dominio y rango de una funcion
. Trazar la grafica de una funcidn
. Identificar los diferentes tipos de transformaciones de las funciones
. Clasificar funciones y reconocer combinaciones de ellas
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